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Abstract

HALAMICEK, Rastislav. Limit processes in differential geometry [diploma thesis].
Commenius University Bratislava. Faculty of mathematics, physics and computer science;
Department of algebra, geometry and didactics of mathematics. Under supervision of: doc. RNDr.
Milos Bozek, PhD. Bratislava: Fmfi UK, 2010. 28 s

The thesis focuses on definitions of several basic terms specific to differential geometry. The
author formulates theorems that clarify these definitions in an intuitively acceptable way. The
theorems are based on geometrical ideas, that are historical predecessors of the modern definitions.
All of the theorems include the idea of limit process and are proved using calculus methods.
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Abstrakt

HALAMICEK, Rastislav. Limitné procesy v diferencidlnej geometrii [diplomova praca].
Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra algebry,
geometrie a didaktiky matematiky. Veduci diplomovej prace: doc. RNDr. Milo§ Bozek, PhD.
Bratislava: Fmfi UK, 2010. 28 s

Praca sa zaobera definiciami zakladnych pojmov z diferencidlnej geometrie. Vyslovuje
niekol’ko matematickych viet, ktoré intuitivne prijatelnym spdsobom vysvetluji geometricky
vyznam tychto pojmov. Vety su upresnenim historicky starSich definicii prislusnych pojmov.
Obsahuji myslienku limitného procesu a su dokazované metédami diferencidlneho poctu.

Kracové slova: doty€nica, oskulacna rovina, oskulacnd kruznica, stred krivosti, obalka
sustavy priamok, limita.



Predhovor

V roku 1900 predlozil David Hilbert matematickému svetu zoznam 23 otvorenych
problémov. Vac¢sinu problémov z tejto legendarnej zbierky sa podarilo matematikom v priebehu 20.
storo¢ia vyriesit’.

V roku 2000 vypisal Clayov matematicky inStitit odmeny po milidone dolarov na sedem
otvorenych matematickych problémov stucasnosti. Slavny anglicky profesor a popularizator
matematiky lan Stewart sa v eseji Matematika v roku 2050 zamysl'a nad smerovanim
matematického badania v 21. storo¢i a v§ima si aj tychto sedem otvorenych otazok. Dokonca si
trafa odhadovat’, ktoré zo siedmich problémov nasledujucim pat'desiatim rokom odolaju, a ktoré
nie. O Poincarého domnienke héada, Ze odola. V Case, ked’ bola Stewartova esej ako sucast’ zbierky
The Next Fifty Years v tlaci, publikoval Grigorij Pere'man na arxiv.org prvé zo série niekol’kych
prac, ktorych vysledkom bolo, okrem in¢ho, aj potvrdenie Poincarého domnienky. PereI'man vo
svojich ¢lankoch pracoval s Riemannovou geometriou, ¢o je jedna zo sucasnych vetiev
diferencialnej geometrie.

Také vzruSujuce je dianie okolo sucasnej diferencidlnej geometrie! V tejto praci sa vSak
budeme zaoberat’ skor zdkladmi tejto matematickej discipliny. Niektoré myslienky a pojmy
diferencialnej geometrie existovali uz v ¢asoch antického Grécka. V pravom zmysle slova sa vsak
diferencialna geometria zrodila az niekedy v 17. storo¢i. Aj uplne zakladné pojmy vSak odvtedy
presli ur¢itymi zmenami. To nie je Ziadne prekvapenie, ked’ si uvedomime, akymi zmenami
medzitym presla celd matematika. Staci si pripomenut’, Ze epsilon-delta metddu vypoctu limity
zaviedol Bolzano niekedy na zaciatku 18. storocCia, a vektory, ktoré stt fundamentom nasho
sucasného chapania analytickej geometrie vynasiel Grassman v polovici 19. storocia.

Takéto vycibrenie matematického jazyka v priebehu storo¢i ma dva protichodné dosledky:
na jednej strane je manipulécia s mnohymi objektami pohodInejSia a presna. Na strane druhej, uz aj
definicie takych zékladnych pojmov ako doty¢nica, ¢i oskula¢na kruznica st pomerne vzdialené od
svojej povodnej geometrickej interpretacie. Tuto geometrickt ideu jednoducho za dneSnymi
ucebnicovymi definiciami cez to mnoZstvo vektorov a derivacii tak 'ahko nevidno.

Dobry ucitel, ¢i spravna ucebnica, samozrejme, na geometricky obsah definicie upozornia.
V tejto praci dokazujeme, Ze tak mozu robit’ s ¢istym svedomim. Zamerali sme sa na niekol’ko
zakladnych pojmov z diferencialnej geometrie, a dokazali sme ekvivalenciu modernych definicii s
(upresnenymi) geometrickymi formulaciami. U¢inili sme tak zadost’ potrebe nazornosti aj presnosti.
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1. Uvod

1.1 Definicia krivky

Cela praca sa tyka kriviek, preto by sme ako prvi mali uviest’ definiciu krivky. Prevezmime
definiciu z [4], ale nie bez diskusie:

Definicia 1.1 Mnozinu k< E’ nazyvame krivkou v E? triedy C" ak existuje aspoi jedna bodové
funkcia P(¢) triedy C", ktorej defini¢cnym oborom je otvoreny interval /<SIR, pre ktora
P:1—E’ jeprosté zobrazenie na mnozinu &, a P'(f) # 0 v kazdom bode ¢ z I.

Bodova funkcia P sa nazyva parametrizaciou krivky k a odraza fyzikalny pohl'ad na krivku
ako na drahu hmotného bodu v priestore. Tato draha je uré¢end bodovou funkciou P(¢) tak, ze pre
dany cas #, udava jeho polohu P(#)). Ako d’alej uvddza Budinsky, v zmysle tejto predstavy
podmienka prostosti zobrazenia P popisuje skuto¢nost’, Ze krivka samu seba nepretina, a podmienka
regularnosti zas, ze pohybujuci sa bod ma ,,stdale nenulovu rychlost*.

Prejdime k problematickej stranke. Definicia vnima krivku ako mnozinu bodov v priestore.
Parametrizéacia tito mnozinu istym sposobom opisuje. Je rozumné, ze za krivku nepokladdme
samotnu bodovu funkciu, pretoze rovnaka mnozina bodov priestoru sa méze dat’ vyjadrit’ roznymi
bodovymi funkciami. Aj v tejto praci sa viackrat stretneme s reparametrizdciou krivky — teda
prejdeme z jedného jej parametrického vyjadrenia na iné, pretoZe to bude z vypoctového hl'adiska
vyhodné. Krivku ako taka vSak zachovame — nova parametrizacia bude stale urcovat’ tu ist
mnozinu bodov v priestore a nezmeni ani vlastnosti krivky (krivost’, dotycnice...). A prave tu je
nedostatok definicie krivky, ktora sme uviedli — vztah vlastnosti krivky a jej parametrizacie.
Existuju totiz mnoziny bodov v priestore, ktoré sa daju parametrizovat’ aspoit dvoma réznymi
spdsobmi tak, ze mnozina bodov krivky ostane zachovana, ale vlastnosti krivky budu iné. Pritom
krivka bude vyzerat’ rovnako [1]. Preto nebudeme stotoziiovat’ krivku ani s mnozinou bodov.

Nadbyto¢nym predpokladom uvedenej definicie je podmienka injektivnosti zobrazenia P.
My sa v texte iba na krivky bez samopriesekov obmedzovat’ nebudeme. Chapme teda krivku ako
objekt, ktory je parametricky dany hladkou bodovou funkciou P:7—E®, resp. P:I—E”, kde
1 je T'ubovolny interval na ¢iselnej osi. Bodmi krivky rozumieme obraz intervalu / v zobrazeni P.
Krivku nestotoZilujeme ani s jej parametrizaciou ani s bodmi, ktoré urcuje. Mame pritom na zreteli,
ze jedna krivka méze byt dana réznymi parametrizaciami, a ze vo vel'mi Specialnych pripadoch dve
rozne krivky mozu urcovat’ rovnaki mnozinu bodov priestoru, resp. roviny.

1.2 Obsah prace

Ciel'om celej tejto prace je geometricky interpretovat’ niekol’ko pojmov z diferencidlne;j
geometrie pomocou limitného procesu. Cesta k tomuto ciel'u je zmapovana v nasledujucich
kapitolach. Ich obsah je, strucne, takyto:



V kapitole o doty¢nici dokézeme, Ze doty¢nicu ku krivke P mézeme chapat’ ako limitnti

polohu se¢nice krivky P cez bod P(#) a bod P(¢), pre t z rydzeho okolia 7, ktoré sa ,,blizi“ k .

V kapitole o oskula¢nej rovine definujeme Specidlnu rovinu z(¢), ktorej limitnou polohou pre
t bliziace sa k 1, je oskula¢nd rovina krivky v bode P(¢).

S pojmom stredu krivosti sa vysporiadame dvakrat — pre rovinny aj pre priestorovy pripad.
Stred krivosti planarnej krivky pre neinflexny bod mozno ziskat” ako limitnt polohu bodu X(z, ),
ktory je priesecnikom normal ku krivke vedenym cez body P(¢) a P(t,). V priestorovej verzii
tvrdenia je bod X(¢, %) definovany ako priesecnik normalovej roviny ku krivke v bode P(¢) a
normaly ku krivke v bode P(t).

Oskula¢nu kruZznicu priestorovej krivky predstavime ako limitnt polohu kruznice, ktorej
stred lezi v normélovej rovine neinflexného bodu P(%,), a ktora prechadza bodmi P(t,) a P(¢).

V poslednej teoretickej kapitole sa budeme venovat’ obalkam jednoparametrickej stistavy
priamok. Body obélky mozno tiez ziskat’ limitnym procesom. V sustave ,,fixujeme* parameter
aolJJ. Limitnou polohou priese¢nika priamok P2, a p, pre Cisla a z okolia a, v intervale
parametrov J, pre a—a je naozaj bod obalky sustavy.

Poslednou ¢ast'ou prace je niekol’ko malych animacii, ktoré maja ul'ah¢it’ chapanie
opisanych limitnych dejov, a predstavime ich v samostatnej kapitole. Animéacie sa nachadzaji v
prilohe na CD.



2. DotyCnica ako limitna poloha secnice

Pojem doty¢nice ku krivke je na intuitivnej urovni jasny urcite kazdému, kto uz aspoi raz
zaZil nedotaCavy Smyk pri jazde v zékrute, kto skasal striel'at’ s odstredivym prakom, kto na stredne;j
Skole derivoval a kreslil doty¢nice ku grafom. Zbezny pohl'ad do historie by ukézal, Ze doty¢nicami
(ku kuzel'oseCkam) sa zaoberali uz anticki matematici. Vyznam doty¢nic opit’ narastol na zaciatku
sedemnasteho storocia sibezne s rozvojom optiky, mechaniky a geometrie. V optike sa vyskytoval
problém smeru svetelného 1aca, ktory sa len dotkne povrchu SoSovky, v mechanike sa smer pohybu
bodu po krivke v kazdom bode rovné smeru doty¢nice ku krivke v danom bode. Znamena to, Ze ak
by nan prestali posobit’ v danom bode vSetky sily (alebo by boli navzdjom vyvazené), bod by sa
pohyboval d’alej po dotykovej priamke. V geometrii nasli doty¢nice vyuzitie napriklad pri
definovani uhla dvoch kriviek v spolo¢nom bode (ich uhol sa rovna uhlu ich doty¢nic v danom
bode).

Jedno z povodnejsich chapani doty¢nice hovorilo o doty¢nici ako o spojnici dvoch
nekonecne blizkych bodov krivky. Aj Pierre de Fermat vo svojom postupe (ktory bol zaroven
definiciou) na hl'adanie doty¢nice z roku 1629 vyjadruje tato myslienku. Jeho postup pre grafy
funkcii jednej premennej by sa dal zhrntt’ takto [13]:

1. Vyratajme smernicu secnice prechadzajucej dotykovym bodom 7 a inym blizkym bodom Q.
2. Ngjdime limitu hodnoty smernice pre Q bliziace sa k 7.
3. Ak limita existuje, tak priamka prechadzajuca bodom 7" so smernicou rovnou tejto limite, je

doty¢nicou ku krivke v bode T.

Takéto vyjadrenie priblizuje aj povod pomenovania doty¢nice — tangenty. Tangenta z
latinského tango znamena dotykat' sa. Doty¢nica je teda priamka, ktord sa krivky v danom bode len
»dotyka®, ma s fiou ,,rovnaky smer®, je k nej ,,najtesnejSie prilozena“.

Presnéa definicia doty¢nice, ktoru si teraz uvedieme (volne podla [4]) na prvy pohlad tieto
pekné kvality nijako nevystihuje:

Definicia 2.1 Nech P je krivka uréend parametrizaciou
P=P(t),telIcR

Nech je na krivke dany bod P(%), taky, ze P'(#)) # 0. Potom vektor P'(#)) nazyvame dotykovym
vektorom ku krivke P v bode P(#). Priamku uréenti bodom P(#,) a dotykovym vektorom P'(t,)
nazyvame dotycnicou ku krivke P v bode P(t).

Dokazeme tvrdenie, Ze limitnou polohou se¢nice krivky P cez bod P(%,) a bod P(¢), ktory sa
,blizi“ k bodu P(#) je skutocne priamka vyhovujica uvedenej definicii doty¢nice ku krivke P v
bode P(t). Kym upresnime a dokdzeme toto tvrdenie, podari sa ndm dokonca objasnit’, preco sa
dotyc¢nica definuje len v takom bode P(t,), v ktorom P'(#)#0.

Budeme hl'adat’ limitna polohu secnice krivky P cez body P(#) a P(¢). Na to, aby takto
opisanym objektom bola skuto¢ne jednoznacne urcena priamka, musi platit, ze P(¢)) # P(¢). No a



presne tuto vlastnost’ nam zabezpeci podmienka nenulovej derivacie v bode P(t).

Lema 2.2 Je dand krivka ur¢end parametrizaciou P(¢) na intervale /. Nech je bod P(#) regularny.
Potom existuje také 0>0, ze
Vit#t,,tE(t,—0,t,+5) plati, ze P(t)#P(t,).

Dokaz. Tvrdenie dokazujeme nepriamo:

Nech pre kazdé 0>0 existuje také #; z intervalu (¢, — 9, t, + ) r6zne od t,, ze P(t;) = P(t).
Potom moZno vytvorit’ taki nekone¢nt postupnost’ bodov [P(t (;,.)}?11 z do seba zapadajtcich
intervalov (¢ — d;, to + 0), ze P(t5) = P(t) pre vSetky Cleny tejto postupnosti. To, ze body berieme z
intervalov zapadajucich do seba znamena, Ze limitou #; pre i—oje &.

Uz si len staci spomenut’ na Heineho definiciu limity. Vravi, ze lim f{x) = L prave vtedy, ked’
pre kazdu postupnost’ bodov {x;} z definicného oboru konvergujticu k x plati, ze postuponst’
funkénych hodnot {f(x;)} konverguje k L. Nam sa podarilo ngjst’ tak( postupnost’ bodov #;,

P(t,;)-Plt,)
konvergujucich k ¢, ze postupnost’ funkénych hodnot % konverguje k 0 (Iebo sa
5. to
rovna 0 pre kazdé 7). Preto hl'adana limita alebo neexistuje, alebo sa rovna 0. Prvad moznost’ je v
spore s hladkost'ou parametrizacie P, druha s regularnost'ou krivky v bode P(%).

m
Teraz uz mozeme prejst’ k vysloveniu a dokazovaniu geometrickej vety o dotycCnici.

Veta 2.3 Je dana krivka P ur€end parametrizaciou P(¢) na intervale /. Nech je bod P(¢)) regularny.
Potom limitnou polohou secnice krivky P cez bod P(#) a bod P(t), pre ¢ z rydzeho okolia #,, ktory sa
,0lizi* k bodu P(#) je dotycnica ku krivke P v bode P(t).

Je nutné poznamenat’, ze sme do vety zamerne vpustili mali nepresnost’ v podobe
formulacie ,,bod P(?), ktory sa ,, blizi*“ k bodu P(t,)“. Urobili sme tak v zdujme geometricke;j
nazornosti tvrdenia. Podobne je to so slovnym spojenim ,,limitna poloha se¢nice”. Co je to za
limitu? Obe nepresnosti odstranime v dokaze, v ktorom uvedieme alternativne, ale matematicky
presné vyjadrenie tej istej mySlienky. Druhou nepresnostou je nepresnost’ zo zaml€ania: neuviedli
sme z akého okolia #, berieme body P(¢). Nuz, je to presne to okolie #,, ktorého existenciu sme
dokazali v predchadzajucej leme. Zo vsetkych takych okoli vyberame najvacsie mozné (v
najlepSom pripade cely interval /).

Dokaz vety. Nech ¢(¢) je funkcia z 7 do intervalu [0, /2], ktord kazdej hodnote parametru ¢ z /
priradi uhol secnice krivky P cez body P(t,) a P(t) s dotycnicou v bode P(t)). Funkcia ¢(¢) je uz
bezn4 realna funkcia jednej premennej a teda moZeme ratat’ jej limitu', pricom ogakdvame, Ze sa
doratame k nulovému uhlu (uhol totoZznych priamok). Pre uhol ¢ priamok so smerovymi vektormi u
a v plati:

ju v
|l |y [

cosp=

1 'V knizke [6] je na strane 84 v priklade 3 podrobne ukazané, Ze oblikova miera uhla @, ktory zvieraji 2 priamky zo
zvézku priamok prechadzajucich jednym bodom je metrikou, preto ma pojem limity kosinusu uhla priamok naozaj
zmysel.



Smerovym vektorom dotyc¢nice je P'(¢,). Smerovym vektorom secnice je vektor (P(f) —
P(t))).Preto pocitame nasledujucu limitu:

lim cos¢(¢)=lim |P ’<t°).(P<t)_P(t°))|
o O TP () (P ()= P (1))

V prvom kroku vynasobime cely zlomok ,,vhodnou formou jednotky*:

— —hl _
1

PPl o 1P (o) P (=Pl

lim

P/ (1) (P(1)=P(e,))| . 1Pt (PPt
t—t, |P’(to)|'

|t_to‘

Vhodne upravime zlomok, a dordtame limitu. Tieto kroky by mali byt’ sprevadzané triezvymi
uvahami o praci s absolutnou hodnotou a tiez s limitami, pripadne doplnené kratkym pohl'adom do

[8].

P(1)=P(t,)

TS e
P eI PTG TP )

Poslednd rovnost’ si tiez vyZaduje maly komentar. Jednotka vpravo znamena, Citatel’ a menovatel
posledného zlomku sa rovnaju. To vyplyva priamo z definicie dlzky vektora pomocou skaldrneho
sucinu.

Ukézali sme, ze limita kosinusu uhlu ¢(7) pre pre t—t, je 1, teda, ze p(t)—0. To znamena, ze
limitnou polohou secnice krivky P cez bod P(f)) a bod P(#) je naozaj doty¢nica v P(t).
m



3. Oskulaéna rovina

Oskula¢na rovina je dolezity pojem z diferencidlnej geometrie. Formalna definicia znie
takto:

Definicia 3.1 Nech P je krivka urCend parametrizaciou
P=P(t),telcR

Nech je na krivke dany neinflexny bod P(#,). Rovinu ur¢entt bodom P(f,) a smerovymi vektormi
P'(ty) a P'(ty) nazyvame oskulacnou rovinou ku krivke P v bode P(t)).

Neinflexny je taky bod, v ktorom st vektory prvej a druhej derivacie linearne nezavislé. V
definicii oskula¢nej roviny ide teda o celkom prirodzeny predpoklad. Ako vSak tato rovina vyzera a
aky ma vyznam?

Uvazujme teraz o inej rovine: Nech 7z(7) je rovina prechadzajica dotycnicou ku krivke P v
neinflexnom bode P(#) a inym bodom krivky P(#). Pre ¢ bliziace sa k ¢, sa P(¢) blizi k P(#) a rovina
7(¢) sa otaca okolo dotycnice. Limitnou polohou roviny 7(#) je oskula¢na rovina krivky v bode P(#)
[2]. Podl’a tejto uvahy teda mozeme oskulanti rovinu priestorovej krivky v bode P(#) chapat’ ako
takd rovinu, ktora je v tomto bode ku krivke ,,najtesnejSie prilozena*. Keby krivka pre parameter z
okolia #, ,,mohla byt’ plandrnou, tak by lezala* prave v oskulacnej rovine bodu P(t,). Preto sa aj
nazyva oskulacna: osculari po latinsky znamené bozkavat' sa. Cielom tejto kapitoly bude upresnit’ a
dokazat prave vyslovené tvrdenie o otacajlicej sa rovine 7(¢).

Najprv treba ukazat’, ze v neinflexnom bode P(#) je rovina n(¢) dobre definovana, teda, ze
P(?) nelezi na doty¢nici k bodu P(t).

Lema 3.2 Je dana krivka ur€end parametrizaciou P(¢) na intervale /. Nech je bod P(#) neinflexny.
Potom existuje také 0>0, ze
Vit#t,,t€(t,—0.t,+0) plati, ze P(t) — P(ty) a P'(t,) st linearne nezavislé vektory.

Dokaz.

Prv, nez sa pustime do dokazu, ukdzme si zaujimavu identitu (podl'a [4]), ktoru v dokaze
pouzijeme:

lim2[P<t)_P(t0)]_(t2_t0)P’(t0)=P"(t0)
t— 1, (t—to)

O pravdivosti sa mézeme presvedcit’ dvojnasobnym pouzitim L'Hospitalovho pravidla:

i 2 [ P(1)=P(t,)]—(t—1,) P '(t,) T '(t)—P’(to)=hm P'(1)
=1, (t—t0)2 t—t, 2(t—t0)'1 t—t, 1

]
~

(1)



Pristipme teraz k dokazu lemy. Opét’ nepriamo: Nech pre kazdé n existuje ¢, # ¢, z intervalu
(to— 1/n, ty + 1/n) také, ze [P(t,) — P(ty)] = k.P'(ty). Limitou ¢, pre n—o0 je t,. Identita, dokazana
vyssie potom nadobuda nasledujuci tvar:

P"(t0)=lim2[P(tn)_P<t0)]_<tz_t0)P’(t0)=lim 2<kn_tn+2t0)P'(t0)
n—w (l‘n—l‘o) e (2 _t0>

To ale znamenad, ze ak druha derivacia v ¢, existuje, tak P"(#) je nasobkom P'(¢), teda
vektory nie st linedrne nezavislé.

Ukézali sme, ze rovina 7(¢) je v neinflexnom bode P(#) definované dobre a pre nejaké ¢ z
okolia ¢isla 7, z definiéného oboru naozaj existuje, a preto méa zmysel uvazovat o jej limitnej polohe
pre t—t,. V dokaze tvrdenia vSak spravime netrivialny trik vyuZivajlci Specidlny tvar Taylorovho
vzorca.

Taylorov vzorec sluzi na priblizné vyjadrenie realnej funkcie f:IR—IR v okoli bodu a
pomocou polynoémov. Nech mé funkcia /v bode a derivacie az do n-tého radu, kde » je prirodzené
¢islo. Definujme Taylorov aproximaény polyném [8]:

(x—a)’
21

(x—a)’
n!

x—a
1!

plx)=f(a)+f"(a)===+f""(a) +..+f"(a)

Ak chceme pdvodnu funkciu nahradit’ presne, musime pridat’ na koniec rozvoja este jeden
Clen, zvySok:

n

beal s @l o)

X—a
1!

f(x)=f(a)+f"(a) +/f""(a)

Prave tvar zvysku je to, ¢o robi iivahy zavaznymi. ZvysSok hovori o tom, ako presne funkciu
v okoli bodu a vzorec aproximuje. Nie vzdy je nutné presne vediet, aky velky je rozdiel p(x) — f(x),
niekedy nas zaujima len ,,kvalita* tohto rozdielu.

Bodovu funkciu P(f) mozno chapat’ ako tri redlne funkcie: P(¢) = (x(¢), y(t), z(¢)). Funkcie
x(1), y(¢) a z(¢) sa daji napisat’ v Taylorovom rozvoji s vSeobecnym tvarom zvysku. Namiesto troch
riadkov pre jednotlivé suradnice skratene vyjadrime celi bodovu funkciu P(z) takto:

(t—t,)
21

—t
S+ P (t,)

P(6)=Pl1,)+P (1)

+w(t)

Pouzili sme len prvé dve derivacie a zvySok sme oznacili @(?). Je nutné podotknut’, ze w(7)
je vektorova funkcia s troma zlozkami @(#)=(x.(t), y.(?), z.()). V takomto tvare zvysok blizsie
neSpecifikujeme, zmiefiujeme len jednu jeho kvalitu:




Teraz mézeme vektor P(f) — P(t,) napisat’ v tvare, ktory sa ukdze byt vel'mi vyhodnym pre
dokaz hlavnej vety tejto kapitoly:

Veta 3.3 Je dand krivka P urCena parametrizaciou P(¢) na intervale /. Nech je bod P(#) neinflexny.
Rovina 7(¢) je ur€end doty¢nicou ku krivke v P(#) a bodom P(¢), pre ¢ z okolia ¢isla #. Potom
limitnou polohou roviny 7(¢), pre t—t, je oskula¢na rovina ku krivke P v bode P(#).
Dokaz.

Nech ¢(7) je funkcia z I do intervalu [0, /2], ktora kazdej hodnote parametra ¢ z okolia #,

priradi uhol roviny 7(¢) a oskulacnej roviny krivky P v bode P(#). Uhol rovin poc¢itame ako uhol
priamok kolmych na tieto roviny.

Normélovy vektor oskulaénej roviny ma tvar P’ (£,)XP"'(¢,).
Normélovy vektor roviny z(f) ma tvar P’ (z,)X(P(t)—P(t,)).

Absolutna hodnota kosinusu uhla tychto vektorov je kosinus uhola roviny 7(¢) a oskula¢ne;j
roviny. Pocitajme teda limitu:

P'(1g)XP""(ty)) [P (to)X(P(t)= P(ty))]
XP'"'

. u— B to ><
lim cosg(¢)=lim (to)]|1P " (1) X (P (£)— P (t,))|

=1, =1 |Pl(t0)

Vektor P(¢) — P(t,) nahradime identitou, ktorti sme uviedli pred vyslovenim vety:

(P (a0)% P (1L P (1% (P (1) t=1)+ P (1) S b ()]
...=lim ) =
1P )X P )P )X P a1 o)
: P P'(t) P''(t) o)
B A v e TN ik
B o P P el
PP P )X+ T e
, ' I , 1 , iy L , o 1
B T e sl Tl
T o i DN , ool o,
[P (£)XP""(t,)-|P" (t,)X P (IO)(t—l‘O)—i_P (t)X P (to)2+P <10)Xw(t)(t—to)2|



TP (t)X P (1) (P (1) X P 7' (1))

=1
@P )P 1) AP (1) P (1)

Ukazali sme, ze limita kosinusu uhla ¢(#) pre t—t, je 1, teda, ze ¢(f)—0. To znamena, ze
limitnou polohou roviny 7z(?) je naozaj oskula¢na rovina krivky v P(t).
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4. Stred Kkrivosti

V tejto kapitole si rozoberieme d’al$i vyznamny pojem — stred krivosti. Je to termin Gzko
spity s terminom krivost’ krivky, a th matematici Studuju uz od ¢ias Antiky. V priebehu historie sa
flou zaoberalo mnozstvo hviezdnych matematikov od Appollonia z Pergé, cez Keplera, Fermata a
Descartesa, az po Huygensa, Leibniza, Newtona, Eulera a Gaussa [11].

Definicia 4.1 Nech P je krivka dana parametrizaciou
P=P(t),telcR
Krivost krivky P je funkcia urcend takto:

t)XP'"'(t)
P'(t)

um:“”ﬁ

V neinflexnom bode P(#,) krivky P definujeme aj pojmy:

vektor krivosti K(ty)=k(t,)n(t,), kde n(¢) je normalovy vektor,
polomer krivosti #(t) = 1/k(t),
stred krivosti S(#)) = P(ty) + r(to)n(zo).

V definicii krivosti sa vyskytol vektorovy sucin. Ten vsak nie je definovany pre
dvojrozmerné vektory. Rovinny vzorec pre krivost’ sa ale dé z priestorového jednoducho odvodit’.
Dvojrozmerné vektory mozeme chapat’ ako taky vektorovy podpriestor trojrozmerného
vektorového priestoru, v ktorom maju vSetky vektory jednu stiradnicu nulovi. Vzorec krivosti teda
bude vyzerat’ takto:

|(0,0, x' (1) y,(t)

o LX), .00t )y .0 e ]!

(x"(2), ' (2),0)F (Vx?(£)+y (1))

~
=

~
=
W

Krivost (prva krivost) krivky vypoveda o tom, ako vel'mi sa krivka v danom bode ,,ohyba‘,

preto sa jej niekedy zvykne hovorit’ aj flexia (teraz vidime, preco sa bodu s linedrne zavislymi
vektormi prvej a druhej derivacie hovori inflexny [2]). Krivost’ krivky v bode P(%,) je realne Cislo
k(t,). Krivost’ ako ¢iselnd hodnota vSak nie je vel'mi prirodzenym opisom tvaru krivky. Ako
vysvetlit hodnotu krivosti krivky v nejakom jej bode geometricky?

2 Presnejsie, ak chapeme krivku fyzikalne, ako pohyb hmotného bodu, tak prva krivost krivky je absolutna hodnota
okamzitej rychlosti zmeny smeru dotycnice.[2]
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MozZno to urobit’ najmenej dvoma sposobmi (suvisia spolu). Prvému sa budeme venovat’ v
tejto kapitole, druhy rozoberieme v nasledujicej. Uvazujeme o normalovej priamke k planarne;j
krivke P v neinflexnom bode krivky P(#) a o jej priesecniku s normalou vedenou inym bodom P(z).
Limitnou polohou takéhoto priesecnika pre t—t, je stred krivosti krivky pre bod P(#). Toto uz je
geometrickym vyjadrenim flexie krivky P v bode P(,). Intuitivne je jasné, ze ¢im ,,rovnejsia® je
krivka v okoli P(#), tym vzdialenej$i bude stred krivosti, a ¢im ,,kriv§ia®, tym bude bliZsie.
Prevratend hodnota vzdialenosti stredu krivosti od bodu P(t) je ¢iselna hodnota krivosti.

Samozrejme, s prieseCnikom normal mézu nastat’ komplikéacie — ¢o ak vobec taky priesenik
neexistuje? Na to, aby existoval, musia byt’ normaly ku krivke P v bodoch P(#) a P(¢) roznobezné.
O tom, kedy to tak je, hovori tato lema:

Lema 4.2 Je dand planarna krivka P uréend parametrizaciou P(¢) na intervale /. Nech je bod P(#)
neinflexny. Potom existuje také 0>0, ze

Vit#t,,tE(t,—0,ty+ ) plati, ze normaly ku krivke P v bode P(¢) a v bode P(t,) st
réznobezky.

Dékaz. Postupujeme nepriamo. Nech pre kazdé okolie O parametra ¢, existuje také ¢, Ze normaly ku
krivke P v bode P(f) a v bode P(#,) st rovnobezné. Potom su v tychto bodoch rovnobezné¢ aj
doty¢nice k P. D4 sa teda zostrojit’ do seba zapadajica postupnost’ okoli O, parametra #, takd, Zze v
kazdom okoli O, existuje t,, pre ktoré plati, ze P(#,) a P'(t,) su linearne zavislé vektory. Analyticky
vyjadrené P'(t,) = c..P'(t), pre vhodné c,. Ked’ sa teraz na definiciu P'(#)) pozrieme cez Heineho
definiciu limity, zistime, Ze P'(#) je nasobkom P(#):

P'(t)—P'(t P'(t,)—P'(¢ -1
P''(t,)=lim (t,) (0>=lim Cy () (0>=lim Cy P(1,)

n—o tn_to n—o0 tn_to n— o tn_t()

P"(ty) je teda naozaj ndsobkom P'(#). To znamena bod P(#) je inflexny.
m

Uvahu o strede krivosti mozno zopakovat’ aj pre priestorové krivky. V priestore sa viak ani
nerovnobezné normaly ku krivke P v bodoch P(#) a P(f) nemusia pretinat’. Preto musime
myslienku nasledovne upravit: Nech bod X(¢, ) je priesecnikom normalovej roviny ku krivke v
bode P(¢) a hlavnej normaly k priestorovej krivke P v bode P(#)). Potom limitnou polohou bodu X{(#,
ty) pre t—ty je stred krivosti krivky P pre bod P(#).

Opit’ sa vynara komplikécia s moznou rovnobeznost'ou hlavnej normaly v P(¢,) a
normalovej roviny v P(t), ktoru riesi nasledujica lema.

Lema 4.3 Je dana priestorova krivka P ur€end parametrizaciou P(f) na intervale /. Nech je bod
P(%)) neinflexny. Potom existuje také 0>0, ze

Vit#t,,tE(t,—0,ty+0) plati, Ze hlavna normala ku krivke P v bode P(t) a normalova
rovina ku krivke P v bode P(¢) nie si rovnobezné.

Dokaz. Opit’ postupujeme nepriamo. Predpokladajme teda, ze pre kazdé okolie O parametra ¢
existuje také ¢, Ze hlavna normala ku krivke P v bode P(#) a normalové rovina v bode P(f) su
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rovnobezné. Tuto rovnobeznost’ mozno vyjadrit’ analyticky napriklad takto: n(#) = u(¢).n(¢) +
v(?).b(?), pretoZze normalova rovina je urcena prave vektormi hlavnej normaly a binormaly. Funkcie
u(t) a v(¢) st vhodné ciselné funkcie. Zaujimavy je vzt'ah dotyc¢nice ku krivke P v bode P()) a
normalovej roviny v bode P(¢). Z kolmosti n(%) a t(z,) po vynasobeni predchadzajicej rovnice t(¢)
vyplyva takyto vztah:

0 = n(1)t(to) = [u()n(z) + v()b(2)]t(1)

To vsak znamena, Ze dotycnica k P v P(#) je kolma na normalovu rovinu ku krivke P v bode
P(?) pre nejaké ¢ z kazdého okolia #,. Teda existuje taka do seba zapadajuca postupnost’ okoli O,
parametra #,, ze v kazdom okoli O, existuje také ¢,, ze P'(¢,) aj P'(ty) si kolmé na n(#,). Potom aj
kazdy vektor (P'(¢,) — P'(t)) / (¢, — o) je kolmy na n(%).

Pt £ P10

n— o0 tn_tO

Preto aj vektor P'(#) je kolmy na n(z,). Vektor n(#) je ale linedrnou kombinéciou vektorov
P'(t)) a P'"(t)). Ak ma byt’ kolmy na obidva tieto vektory a zaroveinl byt ich linedrnou kombinaciou,
musi platit’ n(#) = 0. A teda vektory P'(#) a P'(¢) st linedrne zavislé, Co znamena, ze bod P(t) je
inflexny.

Dalsia poznamka sa tyka prirodzenej parametrizacie krivky, ktort odteraz budeme v
dokazoch pravidelne vyuzivat'. Prirodzend parametrizacia je taka parametrizacia, pre ktoru plati, ze
diZka Gasti krivky pre parameter z intervalu (a,b) sa rovna rozdielu b — a. Plati ekvivalencia
medzi tvrdeniami, ze P(s) je prirodzena parametrizécia, a tvrdenim, Ze |P'(s)| = 1 pre vSetky s z
defini¢ného oboru. Ku kazdej regularne parametrizovanej krivke existuje taka prirodzena
reparametrizacia P(s), ze bodu P(t)) v povodnej parametrizacii zodpoveda bod P(sy) v tejto
prirodzenej reparametrizacii [2], [4]. Aby sme v zdpisoch jednoznacne vizualne rozlisili, ¢i
uvazujeme o beznej alebo prirodzenej parametrizacii, budeme pre beznl parametrizaciu pouzivat
nad’alej zapis P(f) a pre prirodzenti P(s). Parameter s teda signalizuje prirodzen(i parametrizaciu’.

V prirodzenej parametrizacii vyzeraju niektoré veci inak. Uved’'me si v skratke asponi
podobu Frenetovho trojhranu, vzorce pre krivost” a niektoré vlastnosti:

L. t(s)=Ps), n(s)=P"(s)|P"(s), b(s)=rt(s)xn(s), pre kazdé s z I,
i, k(s)=|P"s), k(Gs)=P"(s), r(s)=1/P"(s)|, pre kazdé s z I,
iii. P"(s) OP'(s), pre kazdészI*

3 Predo prave pismenko s? Mozno preto, lebo v prirodzenej parametrizacii sa hovori o dizke krivky. Ked’ krivku
chapeme fyzikalne — ako pohyb hmotného bodu — potom dizka ¢asti krivky je vlastne drahou, ktort presiel hmotny
bod. Draha sa vo fyzike bezne oznacuje pismenkom s.

Ponuknime si edte jedno, alternativne, vysvetlenie: Dizku krivky aproximujme lomenou &iarou vpisanou do
krivky. Potom aproximaciou dizky krivky bude suma dizok usegiek tejto lomenej ¢iary. Skutoénou dizkou krivky je
potom suprémom dizok do krivky vpisanych lomenych &iar. Aj zo slov suma alebo suprémum by teda mohlo
pochadzat’ ono s oznacujuce parameter prirodzenej parametrizacie krivky.

4 Vsetky tri body sa daju dokazat’ jednoriadkovymi odvodeniami a mozno ich najst’ v [2].
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Vd'aka (nielen) tymto peknym vlastnostiam nachddza prirodzena parametrizacia bohaté
vyuzitie v rieSeni teoretickych tivah. Aj my s iou budeme pracovat’ v dokazoch viet. N§jst’ a presne
vyjadrit’ prirodzenu parametrizaciu krivky nemusi byt’ jednoduché, dokonca je Castokrat nemozné
zapisat’ ju pomocou elementarnych funkcii. PretoZe vSak existuje pre kazdu krivku, vo v§eobecnych
dokazoch ju vyuzivat moézeme.

Veta 4.4 Je dana planarna krivka P urena parametrizaciou P(¢) na intervale /. Nech je bod P(#)
neinflexny. Nech bod X(z, 1) je priesecnikom normal ku krivke vedenym cez body P(¢) a P(t).
Potom limitnou polohou bodu X(¢, #,) pre t—+1, je stred krivosti krivky P pre bod P(#).

Podobnu vetu mozno vyslovit aj pre priestorové krivky:

Veta 4.5 Je dand priestorova krivka P urend parametrizaciou P(¢) na intervale /. Nech je bod P(#)
neinflexny. Nech bod X(z, #) je priese€nikom normalovej roviny ku krivke v bode P(¢) a hlavnej
normaly ku krivke v bode P(%,). Potom limitnou polohou bodu X(¢, #,) pre t—+1, je stred krivosti
krivky P pre bod P(t).

Dokaz.

Obidve vety dokdzeme naraz. Prejdime k prirodzenej parametrizacii. Bod X(s, s9) moZno
vyjadrit’ v oboch pripadoch rovnakou parametrickou rovnicou:

X(s, 50) = P(so) + fls)n(s0),

kde f{(s) je vhodna ¢iselna funkcia a plni ulohu parametra. Vektro hlavnej normaly n(so) sa da v
prirodzenej parametrizacii vyjadrit’ jednoducho: n(so) = P"(so) / |P"(s0)|. Cely trik dokazu spociva v
tom, Ze si uvedomime a vhodne vyjadrime jedinu myslienku: vektor X(s, so) — P(s) je kolmy na
smerovy vektor krivky P v bode P(s).

Tvrdenie o kolmosti vektorov, samozrejme, plati, lebo bod X(s, so) lezi na normalovej
priamke’ ku krivke cez bod P(s). Dotykovy vektor t(s) vyjadrime vd’aka prirodzenej parametrizacii
ako P'(s). Vektory si kolmé prave vtedy, ked’ je ich skalarny sti¢in rovny nule. Tym sme uviedli
vSetky tivahy potrebné k pochopeniu dokazu viet:

[ X (s.5)=P(s)] t(s)=0

(Ploo e (3 =P (0] P(5)=0
<(P<so)—P(s))+f(s)|£::E§Z;|):-P’(s)=0
(P(s)=PS) P )4/ (5) 1 0 P (5)=0
Fo=tt ) 2

P

5 'V rovinnej verzii vety lezi X(s, so) na jedinej normale k P cez bod P(s). V priestorovom pripade lezi X(s, so) v
normalovej rovine k P cez bod P(s). V oboch pripadoch je teda vektor X(s, so) — P(s) kolmy na smerovy vektor
doty¢nice k P v bode P(s).
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Teraz staci uz len doratat’ limitu f{is) pre s—so:

(P(s)=P(sy))-P'(s) (P(s)=P(sy))"-P'(s)+(P(s)=P(sy)) P"'(s)

lim f{s)=lim = p ) m P"'(5) P''(s) )
[P (50l [P ()|
i D) P ()4 (P(5)=P(s,)) P '(s) _P(so) " P (50)+(P(s0)=Plsy))P""(s0) _
s, P'"(s,)-P""(s) P (sy)-P""(s,)
|P”(So)| |P”(So)|
_1+0-P"'(s0) _ 1 1
TP (s P (sy)l k()
[P (s,)]

Okrem prehl'adného vyjadrenia smerového vektora a vektora hlavnej normaly sme silu
prirodzenej parametrizacie vyuZili eSte v tom kroku, kde sme P'(so)-P'(so) nahradili 1. Mohli sme
tak urobit’ preto, lebo ekvivalentnou podmienkou pre prirodzent parametrizaciu je prave identita
IP'(s)| = 1 a P'(so)-P'(so) nie je ni¢ iné ako |P(s)|".

Dokazali sme platnost’ dvoch viet v jednom dokaze.
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5. Oskulaéna kruznica

V kapitole o strede krivosti sme naznacili, ze existuje aj d’alsi pojem uzko stvisiaci s prvou
krivostou krivky. Oskulacna kruznica pre bod P(t,) je taka kruznica, ktorej stred lezi na hlavne;j
normadle krivky v danom bode, a ma polomer rovny prevratenej hodnote krivosti krivky v P(t).

Definicia 5.1 Nech P je krivka dana parametrizaciou
P=P(t),telIcR

Oskula¢nou kruznicou ku krivke P v jej bode P(#)) nazveme taka kruznicu B(t,), ktora ma tieto
vlastnosti:

1. stred krivosti S(#) je stredom kruznice B(#)
i1. B(ty)) ma polomer r(t) = 1/k(t)
iii. B(ty) a krivka P maji v spolo¢nom bode P(#) spolocnu doty¢nicu

Takato definicia pdsobi trochu rozvlacne. V literature sa vyskytuje kratSia definicia:
Oskula¢na kruznica ku krivke P v bode P(#) je taka kruznica, ktora s ilou ma v tomto bode styk
radu 2. NasSa definicia by vSak okamzite nasledovala ako veta. Ked'Ze sa stykom kriviek v praci
nezaoberame nijako systematickejSie, zvolili sme si za vychodziu definiciu tato, pre praktické
vypocty prehl'adnejSiu, formulaciu. Treti bod definicie o spolo¢nej doty¢nici by sme rovnako dobre
mohli nahradit’ podmienkou, Ze kruznica lezi v oskulacnej rovine krivky v bode P(#). Geometricki
interpretaciu oskulacnej kruznice pre rovinnu krivku najdeme v [2]. V tomto texte sa budeme d’alej
zaoberat’ iba oskula¢nou kruznicou pre priestorova krivku.

Uvazujme o takejto kruznici: nech B(z, ty) je kruznica, ktorej stred S(¢, #,) lezi v normalovej
rovine krivky pre bod P(t,), a ktord zaroven prechadza r6znymi bodmi P(z,) a P(t). Pre nejaké
»fixované“ ¢, je teda S(¢, #,) bodovou funkciou jednej premennej ¢ (nemeni sa bod P(#) ani jemu
zodpovedajuca normalova rovina, teda tvar kruznice pre fixované ¢, zavisi iba od ).

Kazda kruznica B(t, ty) ma v bode P(t) s krivkou spolocnu doty¢nicu, lebo vektor S(¢, #) —
P() lezi v normalovej rovine, teda je kolmy na dotykovy vektor k P v P(#). Limitnou polohou
takychto kruznic pre t—t, je oskulacna kruznica B(#). Takato formulacia vysvetl'uje nazov
»oskulacnd* — teda ,,najtesnejSie prilozena“. ,,Medzi* takto ziskanu kruznicu a krivku sa uz neda
vpisat’ kruznica so stredom na hlavnej normale k P(#y) s vi¢Sim polomerom.

Opit’ najprv treba vyriesit’ otdzku existencie kruznice B(¢, ). Doty¢nica ku krivke P v bode
P(1)) je zaroven doty¢nicou ku kazdej kruznici prechadzajicej P(t,) so stredom leziacim v
normalovej rovine k P v P(t,). Ak mé kruznica B(¢, t,) obsahovat’ rozne body P(t,) aj P(¢), nemdzu
obidva lezat’ na dotycnici k P v P(t,). Teda vektory P'(#) a (P(¢) — P(ty)) musia byt  linearne
nezavislé. V leme 3.2, v kapitole o oskula¢nej rovine sme uz dokdzali, ze tdto podmienka je splnena
v neinflexnych bodoch krivky. Mézme teda konstatovat, Ze v kazdom neinflexnom bode P(t,)
krivky P je kruznica B(t, t,) dobre definovana.

16



Ak v ivahéach prejdeme k prirodzenej parametrizacii kriviek, tak aj oznacenie kruznice
zmenime na B(s, o). Pristipme k vysloveniu vety.

Veta 5.2 Je dand priestorova krivka P ur€end svojou prirodzenou parametrizaciou P(s) na intervale
1. Nech je bod P(s0) neinflexny. Nech S(s, so) je bodova funkcia popisujuca suradnice stredov
kruznic B(s, so).
Limitou bodovej funkcie S(s, so) pre s—s je stred oskulacnej kruznice krivky P v bode P(s).
Dokaz.

Najprv treba urcit’ vhodnu reprezentaciu bodu S(s, s¢) tak, aby sme mohli tvrdenie o jeho

limitnej polohe premenit’ na pocitanie limit beznych redlnych funkcii. Urobime to podobne, ako
sme to urobili s priesecnikom normél v predchadzajucej kapitole. Bod S(s, s) vyjadrime takto:

S(s, 80) = P(s0) + fls)n(so) + g(s)b(s0)

To znamend, Ze vhodnou linedrnou kombinéciou vektora hlavnej normély a binormélového
vektora mozno posunut’ bod P(sy) do S(s, so). Bod S(s, so) je takto vyjadreny jednoznacne, lebo
vektory su nezavislé a spolu urcuju normalovu rovinu, v ktorej musi S(s, s¢) nutne lezat’.

Pretoze ma mat kruznica B(s, so) s krivkou P spolo¢nu doty¢nicu v bode P(sy), a zdroven ma
prechadzat bodom P(s), vieme o nej povedat’, ze celd lezi v rovine urenej bodom P(sp) a vektormi
P'(s0) a (P(s) — P(so)). Analyticky vyjadrené:

(S(s, 50) = P(50)) [P '(50)*(P(s) — P(50))] = 0

Ked’ze S(s, so) je stredom kruznice B(s, so), na ktorej lezia body P(so) a P(s), plati, Ze
vzdialenosti |P(s0)S(s, so)| a |P(s)S(s, so)| st totozné. Analyticky to moZno vyjadrit’ takto:

[P(50)S(s, 50)| = |P(s)S(s, 50)|
(S(s, 50) = P(s0))* = (S(s, 50) = P(s))’
(S(s, 50) = P(s0))* = [(S(s, 50)— P(s0)) + (P(s0) = P(s))]’

2(S(s, s0)— P(s0))-(P(s) = P(s0)) = (P(s) — P(s0))’

Vsetky tri kritéria stredu S(s, so) sa daji vyjadrit’ naraz takouto sustavou rovnic:
2[fis)n(s0) + g(s)b(s0)]-(P(s) — P(s0)) = (P(s) — P(s0))’
[fs)n(so) + g(s)b(s0)][P(50)*(P(s) — P(s0))] = 0

Vyuzime vlastnosti Frenetovho trojhranu

n(so) = b(so) X t(so),
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-b(s0) = n(so) X t(s0)

a tieZ vlastnost’ prirodzenej parametrizécie, Ze P'(so) = t(so) a vyjadrime stistavu maticovo:

2n(sy) (P(s)—P(sy)) 2b(sy) (P(s)—P(s,))
_b(So)'(P(S)_P(So)) n(So)'<P(S)_P(So))

_(f(S))=((P(S)—OP(So))2)

Zaved’'me eSte notaciu, ktord sprehl’'adni d’alSie vypocty:

n(so) ~*mo;  b(so) ~* by; t(s0) ~* to;
N -m b b ()

P(s) — P(so) = d,

pricom vieme, ze v prirodzenej parametrizacii plati, ze d' = t, d" = t', atd’. Teraz uz moézeme vyjadrit’
funkcie f{s) a g(s) Cramerovym pravidlom [9].

d> 2b,-d 2n,d d°
0 no'd _bo'd 0
f(s)= s)=
n,d 2b,-d n,d 2b,-d
—b,-d n,-d —b,d  n,d

Najst’ limitn polohu bodu S(s, s0) znamena, Ze vyratame limity funkcii f{(s) a g(s) pre s—s.
Obidva vypocy vedu k Stvornasobnému pouzitiu L'Hospitalovho pravidla.

llmf(s)=hm dz(n().d) =lim 2(d.t)(n0'd)+d2(n0't) _
S F7% 2(n0'd)2+2(b0'd)2 578, 4(n0d)(n0t)+4(bod)(bot)

— lim 2t7(npd)+2(d-t")(ny-d)+4(d-t)(ny-t)+d’(n,t') _
s d(nyt)+4(n,d)(ng t')+4(b, t) +4(b,d) (b, t")

iy 6(t t")(ny d)+6t(ny t)+2(d-t"")(ny d)+6(d-t')(ny t)+6(d-t)(n, t')+d’(n,t"’)
- 12(n,-)(n,-t')+4(ng-d)(n,-t' ")+ 12(b,t)(by-t')+4 (b, -d)(b, t'') -

V poslednom kroku zlomok ,,roztrhneme* do dvoch riadkov. Pri interpretacii zapisu staci zlomok
prirodzene nadviazat’ na prislusnych miestach naznac¢enych bodkami.

. 6(t")"(ng-d)+8(t-t"")(ng-d)+24(t-t")(ny t)+12(t) (ny t')+...
s, 12(n, " +16(ny-t)(n, t"")+4(n, t)(ny t' ")+,

e 2(d-t" ) (g d)+8(d -t ) (ny t)+12(d-t")(ny t")+8(d-t)(ny t ")+ d>(myt""")
“4+12(by ") +16(by- t) (b t ") +4(by t)(byt"" )
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Po dosadenti s, ostani nenulové iba ¢leny 12(t;)*(no-t'y) v &itateli a 12(not))* v menovateli. Vietky
ostatné vyrazy budu obsahovat’ skalarny sucin kolmych vektorov alebo sucin s vektorom d(s), a
preto sa rovnaju 0. Pretoze pracujeme s prirodzenou parametrizaciou plati, ze [t(so)| = 1, a preto
vysledna limita bude vyzerat’ takto:

P''(sy)-P""(s)
12t (nls) s _ 1Pl _ 1Pl 1 1

P''(s) P (s))\" (IP""(sp)l)] 1P (soll K(s,)
|P”<So)|

o (o) € (5]

Vypocet limity g(s) pre s—s, vyzera podobne:

_ , d’(b,-d) _ 2(d-t)(by-d)+d’(byt)
lim g(s)=1lim > >=lim =
s, s 8, 2(110(1) +2(b0d) 5§28, 4(n0d)(n0t)+4(b0d)(b0t)

. 2t% (by-d)+2(d-t')(by-d)+4(d-t)(by-t)+d*(byt') _
T ond(ngt)’+4(nyd)(ng t')+4 (b, t) +4(by-d)(byt’)

6(t-t") (b, d)+6t*(by-t)+2(d-t"")(b,-d)+6(d-t")(b, t)+6(d-t)(b,-t")+d’ (b, t'")

=lim

58, 12(ny-t)(ny t')+4(n,-d)(my t"")+12(by-t)(byt')+4(b,-d)(by t'’)
. 6(t')(by-d)+8(t-t")(by-d)+24(t-t")(by-t)+12(t")(by-t')+...
_Sﬂfo 12(n,-t ')2+16(n0't)(n0't ")+4(ng-t)(ng-t" ")+

A2(dt" ) (byd)+8(d-t' ") (byt)+6(d-t")(by-t")+8(d-t)(b,t")+d’ (b, t""")
A 12(by t')+16(by t)(byt’")+4(byt)(byt'"")

Po dosadent s, st vSetky €leny suctu v &itateli rovné nule. V menovateli ostane vyraz 12(ng-t'y)*
jedinym nenulovym ¢lenom:

lim g(s)= 0 = 0 = 0 =
=5, 12(n(se) t' (o)) 12[P"" (50" 12k7(s0)

Zistili sme, ze limitnou polohou stredu S(s, so) pre s—so je naozaj bod P(so) + r(so)n(so).
m

Teraz uz staci len doplnit’, ze kruznica B(s, s¢) lezi vzdy v rovine uréenej bodom P(s¢) a
vektormi P'(so) a (P(s) — P(so)). V kapitole 3 o oskulacnej rovine sme pracovali presne s takouto
rovinou a nazyvali sme ju z(s). Dokazali sme o nej, Ze jej limitnou polohou pre pre s—s je
oskula¢na rovina krivky P v bode P(sy). Pretoze kruznica B(s, so) v tejto rovine lezi pre kazdé s,
bude v limitnej polohe lezat’' v oskulaénej rovine. Tym padom spiiia vietky podmienky z definicie
5.1, teda je oskulacnou kruznicou.
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6. Obalka jednoparametrickej sustavy priamok

Posledny problém, ktorym sa v tejto praci budeme zaoberat’, sa od ostatnych mierne
odliSuje. Ostaneme, samozrejme, pri Stadiu kriviek. Zameriame sa vSak na obalky
jednoparametrickej sustavy priamok, to znamena, ze budeme skimat’ krivky, ktoré s uréené
nekonecnym systémom priamok.

Uved’'me najprv definiciu jednoparametrického sytému kriviek a jeho obalky tak, ako sa
bezne zavadza v literatare [3], [10].

Definicia 6.1 Je dand hladka ¢iselnd funkcia F(x, y, @) definovana na mnozine

DxJ kde DcR* JcR. Prekazdé allJ vznika funkcia F,(x, y) = F(x, y, a), definovana v
oblasti D. Predpokladame, ze funkcia F, ma vSade nenulovy gradient a mnoZzina rieSeni rovnice
F,(x,y) =0 je neprazdna. Vtedy rieSenim rovnice F,(x, y) = 0 je krivka, ktorti budeme oznacovat’
C,. To znamena, Ze rovnica

F(x,y,a)=0, (x,y)UD, allJ

urcuje jednoparametricku sustavu kriviek (C,)qry v Tovine. Premenntl o nazyvame parameter
sustavy kriviek.

Obdlka jednoparametrickej sustavy kriviek C,: F(x, y, a) =0, (x, y)UD, allJ je regularna
parametrizovana krivka P(¢), tLI1, pre ktort plati

1. IcJ,
11. P(a)JC, pre vSetky alll,
iil. Pre kazdé a1l maju C, a P(¢) v ich spolocnom bode P(a) rovnaku dotyc¢nicu.

K obdlkam sa dé& pristipit’ aj inak — napriklad v [5], [14] sa zad4va aj sustava kriviek
parametricky. Inde sa Studuju nielen krivky v rovine, ¢i priestore, ale aj vSeobecne — sUstavy
I'ubovolnorozmernych variet v R". V tomto texte vSak budeme iba s obalkou jednoparametrickej

sustavy S priamok p,. T4 nech je dana rovnicou:

a(o)x + b(a)y + c(a) =0, alJ; a(a), b(a), c¢(a) st hladké Ciselné funkcie.

Obalka ststavy S je potom taka regularna parametrizovana krivka P, ktora spifia body i.-iii. v

definicii, pricom ii. a iii. mozno takto upresnit’:

*1n.  P(a)U p, pre vsetky alll,
*1i.  Pre kazdé ol je p, doty¢nicou krivky P v bode P(a).

Pre obalku jednoparametrickej sustavy kriviek v rovine je v u¢ebnom texte [3] dokazana
vel'mi uzitocna veta. Jej verzia pre jednoparametricka sustavu priamok vyzera nasledovne:
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Veta 6.2 Regularna krivka P(¢) = (x(¢), y(¢)), t€1<J je obalkou jednoparametrickej sustavy
priamok p,: a(a)x + b(a)y + c(a) = 0, allJ prave vtedy, ked’ pre vSetky alll plati

1. a(a)x(a) + b(a)y(a) + c(a) =0
1l. a'(a)x(a) + b'(a)y(a) + c'(a) = 0.

Této veta umoznuje efektivne vypocitavanie obalok. Za interval / mozno vziat’ najvacsi taky
podinterval intervalu J, Ze pre a z neho plati:

Uviedli sme definiciu obalky, aj vetu vhodnu pre praktické vypocty. Definicia je pomerne
prehl'adna na to, aby sme vedeli v jednoduchych obrazkoch odhadnut’ tvar obalky. Geometricku
intuiciu si dokonca mozno l'ahko vycibrit’ jednoduchym cvi¢enim: nakreslime si 'ubovolnu krivku
v rovine, k nej odhadom nakreslime dostatocne vel'a doty¢nic a spétne povodnt krivku prehlasime
za obalku nakreslenej sustavy priamok.

V inom opise obalky, ktory je tieZ zalozeny na vizudlnej predstave, sa hovori, Ze kazdy bod
obalky je priese¢nikom dvoch ,,susednych priamok z jednoparametrickej sustavy priamok. Ak
namiesto nepresné¢ho pojmu ,,susednosti* pouzijeme hlavniu myslienku kazdej kapitoly tejto prace —
limitny prechod — dostaneme peknu a dokdzatel'nt vetu.

Nech je dana jednoparametricka ststava S priamok p, pre allJ linearnymi rovnicami
a(o)x + b(a)y + c(a) = 0.

Vyberme niektory parameter o,[1J, a tento ,,fixujme*. Priese¢nik priamok 2. a p, pre nejaké iné
¢islo a z okolia a v intervale parametrov J ozna¢me X(a,, o). Limitn polohu tohto priesecnika pre
a—a oznacme X(ao). Dokazeme, ze bod X(ao) je bodom z obélky sustavy priamok, nech ivahu
zopakujeme pre ktorékol'vek vhodne zvolené ayl1J.

Ako vhodne volit a,L1J? Potrebujeme zodpovedat’ otazku, pre aké o, existuje okolie O(ao), v
ktorom pre vsetky ¢isla a existuju priese¢niky priamok P2, a p,. Odpovieme si nasledujucou
lemou.

Lema 6.3 Je dana jednoparametricka stistava S priamok p, rovnicami a(a)x + b(a)y + c(a) = 0. Ak
pre aol1J plati, ze

alay)  blag)

a ’(ao) b ’(ao) 0

tak existuje rydze okolie O(0,) parametra a, v J také, ze pre kazdé o z tohto okolia existuje
priesecnik X(ao, o).

Dokaz. PrieseCnik X(ao, o) existuje prave vtedy, ked’
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a(og) blay)

ala) bla)

Zaved’'me si pomocnu funkciu G(ao, o) = a(ao)b(a) — a(a)b(ay). Derivécia tejto funkcie je
G'(o, a) = a(ao)b'(a) — a'(a)b(ao). Dalej si viimnime, ze G'(at, o) = a(ao)b'(a0) — a'(o)b(a), o je
presne predpis determinantu z predpokladu lemy. Tvrdenie lemy teda mozno skratene zapisat’ tak,
ze G'(ao, a0)#0 implikuje G(ao, a)#£0 pre nejaké O(ay). Teraz pristipme k nepriamemu dokazu.

Nech pre kazdé O(ay) existuje také a,,L1J, Ze G(a, a,) = 0.

Vezmime postupnost’ do seba zapadajucich okoli O,(a,)c0,(ay)c...cO,(a,)<=... ak
nim prislachajucu postupnost’ ai, as, ..., O,... Z konstrukcie postupnosti {a,} vyplyva jej
konvergencia k ay. Potom v§ak mozno uvazovat’ o G'(ao, o) takto:

Gla,,a )—Gla,,a . — .
G'(a,,a,)=lim (%, a,)=Glay 0)=hm 0=0 _jim 0
n—ow a,— 0 n—w &, — 0y n—oow O,—0&,

Preto podl'a Heineho definicie limity G'(a, o) alebo neexistuje alebo sa rovna 0.

|

V leme sme ukdzali, Ze o priesecniku X(ao, ) mozno uvazovat’ pre vSetky a, z J také, ze
G'(a, ag) je rdzne od 0. Ak vezmeme najvicsi taky podinterval intervalu J, Ze pre vSetky o z neho
plati G'(a, )#0, dostaneme presne interval / z vety o obalke. Ak teda teraz dokdZeme, Ze limitou
X(ao, @) pre a—ay je skutocne bod obalky, tak zopakovanim tvahy pre vSetky a z intervalu /
ziskame parametrizaciu X(«) celej obalky.

Veta 6.4 Je dand sustava S priamok p, pre all/ linedrnymi rovnicami
a(a)x + b(a)y + c(a) = 0.

Parametrizacia X(a), a€l<J je parametrizaciou obalky S.

Dokaz. V dokaze vyuZijeme tvrdenie vysSie uvedenej vety 6.2. Sturadnice bodu P(ao) = (x(c),
v(ao)) obalky splnaju sustavu rovnic

a(ao)x(ao) + b(ao)y(ao) + c(a0) =0
a'(ao)x'(a0) + b'(a0)y'(a0) + c'(@0) =0

Vyjadrime teraz X(o,, o), vypocitajme limitu X(ao, ) pre a—ao a overme, ¢i vyhovuje
sustave. Suradnice bodu X(a, &) st rieSenim sustavy

a(ao)x + b(ow)y + c(ap) =0
a(o)x + b(a)y + c(a) =0
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Reprezentujme tito stistavu maticovo:

Determinant Stvorcovej matice na l'avej strane je, podl'a lemy, nenulovy. Potom mézeme na
vyjadrenie rieSenia pouzit’ Cramerove formuly:

= —c(a) b(a) _bla)e(a)=b(a)c(ay)
a(a,) blay)| alag)bla)—ala)blay)
ala) b(a)

_ a(a)c(ag)—a(a)c(a)
ala,) bla)| alag)bla)—ala)b(ay)
ala) bla)

Teraz mézeme pristupit’ k vypoctu limit. Budeme ratat’ limity dvoch ¢iselnych funkcii.
Stradnice x a y bodu X(ao, a), ktoré sme vyjadrili pomocou Cramerovych formul st v skuto¢nosti
funkciami s premennymi a a ap. Nas zaujimaja limity suradnic pre a—a,. Vo vypocte pouzijeme
L'Hospitalovo pravidlo:

| B _ bla)e’(a)=b (a)elay)
Jim x{ay. o)= lim @) —a(@)blag) ™ a(an)t (a)—a

N
|

lim y(a a)=hma(a)c(ao)—a(ao)c(a) —lim a'(a)clay)—alay)c'(a) _
woa 0 mmalag)b(a)—ala)b(ay)  aoe alag)b'(a)—a'(a)b(a,)

a'(ay)clay)—alay)c'(a,)
( )b'< ) (ao)b(ao)

Ziskali sme teda parametrizaciu
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pre a€lcJ také, ze a(a)b'(a) — a'(a)b(a) # 0.

Overme teraz, ¢i vyhovuje podmienkam pre obalku podla vety 6.2. Prvii podmienku
overime polahky:

a'(ay)b(ag)c ' (ag)—a'(a,)b'(ag)c(ag)+a'(ay)b'(ay)clay)—ala,)b'(a,)c' (o) "

Uvaha plati pre Pubovolné a,[lJ, preto sme naozaj ziskali parametrizaciu obalky.

|
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7. O ilustraciach a CD prilohe

Taziskom tejto prace boli teoretické vysledky prezentované v predchadzajucich kapitolach.
Stcastou zadania vSak bolo aj vytvorit’ k problémom ilustracie. K samotnym definiciam pojmov,
ktorymi sme sa zaoberali, existuje na internete mnoZzstvo vol'ne pristupnych kvalitnych obrazkov.
Staci zajst’ na slobodnu encyklopédiu Wikipédiu [13] alebo MathWorld [14], pripadne vyhl'adat’
nieco iné — dostupnych je aj mnoho dynamickych Java appletov.

Nasu ilustratorska ¢innost’ sme teda zamerali na animované obrazky, ktoré maji ul'ah¢it
pochopenie opisov limitnych procesov, ktorymi sme sa zaoberali v teoretickej Casti prace.
Vysledkom su tri animacie vo formate gif, ktoré mozno ndjst’ na prilozenom datovom CD.

Stbor dotycnica.gif zndzornuje, Ze doty¢nicu ku krivke mozno vnimat’ ako limitnt polohu
seCnice krivky, ak sa jeden pohyblivy bod blizi k druhému — fixnému. Krivkou v animdcii je graf
kvadratickej funkcie. Jednotlivé obrazové policka animécie boli vygenerované jednoduchou
aplikaciou napisanou v jazyku c+ +.

Subor oskulacna.gif, vznikol rovnakou technoldgiou a zobrazuje rovinnu interpretaciu
oskulac¢nej kruznice.

Subor obalka.gif, najprv symbolicky pribliZzuje definiciu jednoparametrickej sustavy
priamok v rovine, potom definiciu obalky a nakoniec znazorniuyje, Ze bod obalky mozno chapat’ ako
limitna polohu priese¢nika fixnej priamky s ostatnymi priamkami sustavy.

K vSetkym tymto stiborom sa da jednoducho dostat’ prostrednictvom stranky
diplomovka.htm, ktora by sa mala po nacitani CD sama spustit’. Stranka v kratkosti predstavuje tuto
pracu, vytvéra prijemné prostredie pre prehliadanie animacii a dopliia ich kratkymi doplitujucimi
komentarmi. Stranka bola vytvorena v jazyku HTML v slobodnom editovacom prostredi pspad [12].

V pripadie zlyhania automatického nacitania stranky obsahuje CD stbor s inStrukciami

citaj_ma.txt.
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8. Zaver

O ¢om bola tato praca? Na zaciatku sme si stanovili ciel’ — geometricky interpretovat’ pat
pojmov z diferencialnej geometrie pomocou limitného procesu. To sa ndm aj podarilo.
Zrekapitulujme si obsah kapitol:

V kapitole o doty¢nici sme dokazali, Ze v regularnom bode P(#) krivky P urcenej
parametrizaciou P(¢) na intervale /, mozno doty¢nicu k P chapat’ ako limitnu polohu se¢nice krivky
P cez bod P(t)) a bod P(¢), pre t z rydzeho okolia ¢, ktory sa ,,blizi* k bodu P(#,). Najprv sme
ukazali, ze v regularnom bode P(#,) plati, ze pre kazdé okolie parametra ¢, existuje také ¢, ze P(t,) je
bod rozny od P(¢). Tym sme ukézali na korektnost’ zadania se¢nice. Potom sme dokazali samotnu
vetu.

V kapitole o oskula¢nej rovine sme najprv definovali rovinu 7(¢) ako rovinu prechadzajicu
dotyc¢nicou ku krivke P v neinflexnom bode P(#) a inym bodom krivky P(¢). Pre ¢ bliziace sa k #, sa
P(?) blizi k P(t)) a rovina 7(¢) sa otaca okolo doty¢nice. Limitnou polohou roviny z(¢) je oskula¢na
rovina krivky v bode P(t,). Ukazali sme, Ze rovina z(¢) je pre neinflexné body krivky skutocne
dobre definovand, a potom sme vetu dokazali.

S pojmom stredu krivosti sme sa vysporiadali dvakrat. Pre rovinny aj pre priestorovy pripad.
Stred krivosti plandrnej krivky pre neinflexny bod mozno ziskat’ ako limitnt polohu bodu X(#, 1),
ktory je prieseCnikom normal ku krivke vedenym cez body P(¢) a P(t,). V priestorovej verzii
tvrdenia je bod X(¢, 7)) definovany ako priesecnik normalovej roviny ku krivke v bode P(#) a hlavnej
normadly ku krivke v bode P(#).

Oskula¢nu kruznicu priestorovej krivky sme ziskali ako limitnt polohu kruznice, ktorej
stred lezi v normalovej rovine neinflexného bodu P(#), a ktord prechadza bodmi P(t,) a P().

Poslednou teoretickou kapitolou sme ukézali, Ze obalku jednoparametrickej sustavy priamok
mozno tieZ ziskat’ limitnym procesom. V slstave sme ,,fixovali® parameter o,1J. Limitnou polohou
priese¢nika priamok P, a p, pre ¢isla a z okolia a, v intervale parametrov J, pre o—a je naozaj
bod obdlky sustavy. Presnejsie, je to ten bod obalky, v ktorom je p, obéalke doty¢nicou.

V tychto dokazoch sme vyuzivali mnohé postupy zname z diferencidlneho poctu — Heineho
definiciu limity, L'Hospitalovo pravidlo, Taylorov rozvoj, ale aj triky zaloZené na analytickom

vyjadreni geometrickych skuto¢nosti.

Samostatnou ¢ast'ou prace je niekol’ko malych animacii, ktoré maja ul'ah¢it’ chapanie
opisanych limitnych dejov, a hovorili sme o nich v samostatnej kapitole.

Na zaver sa mozno zamysliet' nad moznymi pokracovaniami myslienok pontknutych v tejto
praci. Na kapitolu o oskula¢nej kruznici by sa prirodzene dalo nadviazat’ Staidiom oskulacnej sféry,

o ktorej mozno vyslovit’ podobnt geometricktl vetu ako sme vyslovili o kruznici.

Kapitola o jednoparametrickej siistave priamok v rovine pontka hned’ niekol’ko moznych
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pokracovani. Napriklad by sa dala Studovat’ obélka ststavy kriviek. Samozrejme, toto je uz o nieco
tazsi problém, pretoze dve krivky stistavy mozu mat’ viac nez len jeden spolo¢ny bod. Inym
moznym roz$irenim kapitoly o jednoparametrickej sustave priamok sa ponuka v $tudiu
jednoparametrickej ststavy priamok v priestore. Jednoparametricka sustava priamok v priestore
vlastne definuje priamkovl plochu. Aky tvar a vlastnosti méa obalka takejto sistavy? D4 sa o nej
dokazat’ podobna veta? Cim nahradit’ prieseéniky, ak s priamky ststavy mimobezné?

To uz st vSak otazky pre niekoho iného a na inokedy.
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